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PROCESO DE FORMULACION DE
MODELOS MATEMATICOS

lacién d Situacion del La interpretacion de los
La formulacion de un mundo real resultados matemdticos
protlalerr.\a del mundg F’e“' en \ en el contexto de la

terminos matematicos. / situacién original del

Formulacién Interpretacion mundo real
MODELO Andlisis Resultados
MATEMATICO Matemadtico " matemdticos
14

El andlisis o solucién
del problema
matemdtico resultante
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Ecuaciones diferenciales de
primer orden
Ecuaciones lineales de orden
superior

Métodos de resolucion
analiticos

AXal— L
~ . . ~ V4 .
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~ MODELOS DE CRECIMIENTO DE

POBLACIONES

Es posible encontrar diversos MODELOS para predecir la
poblacién del mundo en el futuro:

i —

W s consideramos que la poblacion crece con una rapidez

proporcional a su tamano

Para formular este MODELO utilizamos el
ANALISIS MATEMATICO

v' Problemas que implican la rapidez con que cambia
una magnitud con respecto a otra
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El MODELO MATEMATICO
a menudo toma la forma de una

P _xp
dt

ECUACION DIFERENCIAL

Es una ecuacion que contiene las
derivadas de una o mas variables
dependientes con respecto a una o
mds variables independientes.

CLASIFICACI()N' SOLUCION |
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* Las ecuaciones diferenciales se
clasifican de acuerdo a:

O Ecuacion Diferencial Ordinaria
dy +10y =e’ Funcién y=Y(X)

dx

2 lé
d y+ﬂ+6y:o Funcién Y =Y(x)
dx®  dx

O Ecuacion en Derivadas Parciales

2 2
0 = _9 l:—zau Funcién U =u(x,t)
OX dt ot

M __ N Funciones U=u(x,Y) y V=Vxy)
oy dx
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(tanto para ED ordinarias o en derivadas
parciales)

QO EDO de segundo orden: 2_22/+5_(%)3 gy ¢
X

d EDO de primer orden: (y—x)dx+4xdy=0

Situacion del mundo real: Suponiendo que se perfora un hoyo
en la Tierra a lo largo de su didmetro, demostrar que si una
articula con masa "m", que estd en la superficie de la
ierra, se arroja desde su posicion de reposo al hoyo,
entonces la distancia yz}/(‘r)pde la particula con respecto al

centro de la Tierra en el tiempo "1", estd dada por:

y'(t) =-k* y(t)
kZ

_G I\/y
donde R* con "G" constante gravitacional, "M" masa
de la Tierray "R" radio de la Tierra.
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Una ecuacion diferencial

y =YY Y e Y
es LINEAL cuando f es una funcion lineal de

’ -1
Vv, V,..., "
EDO EDO
lineales ho lineales
(y —x)dx+4xdy =0 L+Yy).y +2y=e"
yrr+2yr_|_y:0 y”—|—Seny:O
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K :
SOLUCION DE UNA

ECUACION DIFERENCIAL

Una funcion &
definida en un intervalo I,

es SOLUCION de una ecuacién diferencial en dicho
intervalo, cuando sustituida en la ecuacion
diferencial la transforma en una identidad.

En simbolos:
P es solucion de una EDO

< FX,4(X),d'(X),...0" (X)) =0 Vvxel
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R
Tipos de soluciones

[ Solucidn explicita
[ Solucion trivial
[ Solucidn implicita

Otras terminologias

v' Integral
v" Curva integral o curva de solucidn
v" Familia monoparamétrica de soluciones
v" Solucidn particular
v Solucidn singular
v" Solucidn general
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Solucidn general de una EDO con MAPLE

[=] Solucion general de una ecuacion diferencial
>

with (DEtocols) :

ecuac = D(y) (x) +x*y(x) = x;

solucion general:=dsolve( ecuac , y(x) )’

ecuac =D(y)x) +xy(x)=x

: (-1/2x%)
solucion general =y(x)=1+e 87

[>
[> diff (v(x) ,x$2)+3*%diff (v(x) ,x)=4*y(x) ;

solucion general:=dsolve (diff (y(x) (X82)+3*diff (vx) ,x)=4*y(X) ,v(X)
)

o° )
;y(x) 443 [& y(x)] =4 y(x)

-4 x
solucion general =y(x)= Cle '+ C2 e( ;
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K
PROBLEMA DE VALOR INICIAL

 Problema de valor inicial de ler orden:
RESOLVER : % = f(Xx,y)
X
SUJETA a: y(x,)=1Y,

O Problema de valor inicial de 2do orden:

2

RESOLVER : 3 Y _ f(xVy,Y)

X2

SUJETAa: y(xX,)=Y, Y(X)=Y,
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R Interpretacion geométrica
Problema de valor inicial de segundo orden

L1
[> ecuac2:=diff({y(x),x82)+16*y(x)=0;

82
ecuac? =|——y(x) [+ 16y(x)=0
2
I ox

[ > solucion_general:=dsolve(ecuac2,y(x));

I solucion_general =y(x)=_Clsan(d x)+ _C2 cos(4 x)
[> con ini:=y(Pi/2)=-2,D(y)(Pi/2)=1:

solucionp:=dsolve( {ecuac?2, con_ini} ; fartx)y} )

1
sofucionp =y(x) = Z sin(4 x)— 2 cos(4 x)

:> DEplot (diff(v(x) ,x82)+16*y(x)=0,v(x),
x=-2..2,[[y(Pi/2)=-2,D(y)(Pi/2)=1]],yv=-4..5,stepsize=.05) ;

Representacidn grafica de la
solucion particular del problema de 00

valor inicial

> X o) 7 3

2

. . N o,
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~ CAMPO DE DIRECCIONES

Problema de valor inicial de primer orden

[> with(DEtools):
[> ecuac:=D(y) (x)=y(x):
[ > solucion_general: =dsolve({ecuac,y(x))

i solucion_general =y(x)=_C! e’
[> con ini:=y(0)=3:

solucionp:=dsolve( {ecuac, con_ini} . At yp ) :

i solucionp =y(x)=3 e’
S SR e ey _ LAl
x=-2.5..1.4, [[y(0)=311,y=-4..5,stepsize=.08); /7 7 7/ 777 027 Arad s rzuy
VA A S S S S . ¥ VA
AL S S AL S S
A A A A x’fﬁf"/"/’/
PRSNYPS S S5

la solucion particular del problema de
valor inicial
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EXISTENCIA Y UNICIDAD

Al resolver un problema de valor inicial surgen dos

asuntos fundamentales:

¢Existe una solucion al problema?
Si la hay, ¢es dnica?

Existencia

Unicidad

O ¢La ecuacion diferencial

d
& _ f(X,¥) tiene soluciones?

dx

O ¢Alguna de las curvas solucién pasa por
el punto (X,,Y,) ?

O ¢Cudndo podemos estar
seguros de que hay precisamente
UNA curva solucién que pasa por el

pun‘ro(xo, yo)?
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TEOREMA

Sea R una regidon rectangular del plano xy
a<X<b ;c<yx< dque contiene al punto (X, ;Y )-

of
Sif(x;y)y oy son continuas en R,

entonces existe un intervalo I, y una funcion Unica
y(x) definida en I,

que satisface el problema de valor inicial
y'=1(xy)
y(xo) = Yo
En MAPLE
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CLASE 1.mws

" ECUACIONES DIFERENCTALES

Y ,
MODELOS MATEMATICOS

Problemdtica disparadora: CRECTIMIENTO DEMOGRAFICO

“La tasa de crecimiento de la poblacion de un pais crece
en forma proporcional a la poblacidn total, P(t), de ese
pais en cualquier momento t"

MODELO MATEMATICO d_Pa P — aP _ k.P

dt dt
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La ecuacién diferencial que ,
permite modelizar la situacion Il > P'=k.P
disparadora:

Obedece a la forma de las ECUACIONES DIFERENCIALES DE
PRIMER ORDEN

Y~ gx).h(y)
X

donde "x" es la variable independiente e "y" es la funcidn incdgnita.
Estas ecuaciones se denominan:

ECUACION DIFERENCIAL SEPARABLE
5
de VARTIABLES SEPARABLES
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METODO DE RESOLUCION

resolviendo por “cuadratura” es posible
obtener

QSOLUCION GENERAL:
P=C.e“

PROBLEMA DE VALOR INICIAL:
PO)=2 > P(t)=2.e"

A@‘

\
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K
CRECIMIENTO Y DECAIMIENTO

EXPONENCIALES

@ Suponiendo que se tiene una poblacion de
bacterias con tamatio P=1000 y que, en
cierto momento, crece a razén de P'=300
bacterias por hora.

El modelo dP _

= —kP
dt

¢Es una hipotesis razonable?
¢Cudl es el significado de la constante de

oporcionalidad?
o proporcion

\
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kP

TASA RELATIVA "k

En MAPLE |
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CLASE 1.mws

Si modificamos la situacion inicial y se permite
una inmigracion r(t) en la problemadtica del
CRECIMIENTO DEMOGRAFICO:

La ecuacidn diferencial que dP
permite modelizar la nueva HD > T K.P+ r(t)

situacion: dt

Obedece a la forma de las ECUACIONES
DIFERENCIALES LINEALES DE PRIMER
ORDEN

y'+ p(x) y =q(x)
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Método del Método de

factor <:Hﬂ Métodos de | j> variacion
integrante resolucion fiel
parametro

—

e PO =-T2 et ) G P = - @ D)ot
inicial

[> with(DEtools):
> ecuac:=D(P)(t)=k*P(t)+r(t) ;

Soluciones | ecuac =D(P)(£) =k P(¢) +1(¢t)
[ > soluc ion_general: =dsolve({ecuac ,P(t))

con (=k £) (kt)
solucion_general =P(f)=| |t(t) e dt+ Clle
Maple _
[> con ini:=P(0)=2:
solucionp:=dsolve( {ecuac, con ini} , {P(t)} )
£
(—ku) (ki)
sofucionp =P(t) = r{u) e du+2|e
En MAPLE 0
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CLASE 1.mws

Otra situacion interesante:

CURVAS DE APRENDIZAJE

La ecuacion diferencial lineal de primer
orden

es un modelo razonable para el aprendizaje

dP
~ k(M -P
m ( )

donde P(t) es el rendimiento de alguien que
aprende una habilidad como funcion del
tiempo "1"
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ECUACTONES DIFERENCIALES
LINEALES de orden superior

Se denomina ECUACION DIFERENCIAL de orden n
a una ecuacion del tipo:

—1
y" +a,y"Y +.+a L y"+a .y +a y=Db(x)

donde q,, a,,...,, a, son funciones continuas en un

intervalo I
Definicion previa: v ED a coeficientes constantes
DEPENDENCIA LINEAL v ED con coeficientes variables
Teorema v" Ecuacion homogénea asociada
importante
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ECUACTIONES DIFERENCTALES LINEALES
de segundo orden a coeficientes constantes

rg| Ecuacion diferencial lineal HOMOGENEA de segundo orden

= a coeficientes constantes:
y'+ay +a,y=0

Se propone como solucion una funcion de la forma: -

y==¢
De acuerdo a la naturaleza de los valores de “r", la solucion
general de la EDO es:
yo =C, e +C,e™
X
Yo =€“" (C, cos px +C, sen fx)
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CLASE 2.mws

ECUACTIONES DIFERENCTALES LINEALES
de segundo orden a coeficientes constantes

rg| Ecuacién diferencial lineal NO HOMOGENEA de segundo

e

orden a coeficientes constantes:
y'+a,y' +a,y =b(x)

La solucion es una funcién de la forma: _ "
Yenu = Yenn T Yen

v'Método de los coeficientes indeterminados

v"Método de variacion de parametros
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Método de los coeficientes
indeterminados

Este método consiste en proponer como solucion de
la ecuacidn diferencial no homogénea una funcidn
de la misma estructura que el sequndo miembro
con ciertos coeficientes a determinar.

b(x) puede ser la suma o producto de:
- polinomios
- exponenciales
- funcidn seno y/o coseno

- tipo combinado
En MAPLE
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CLASE 2.mws

* Método de los coeficientes
indeterminados

b(X) es un polinomio  y"+y' —2y = X°
La figura muestra cuatro

a
soluciones de la ecuacion \

i\

diferencial en términos

de la solucién particular

Y | - | _ \
y de las funciones f(x) =¢" -

g(x)=e™
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* Método de los coeficientes
indeterminados

b(X) es de la forma Cek*  y" 4+ 4y =e**
La figura muestra cuatro
soluciones de la ecuacion

diferencial en términos

.y : N 7
de la solucion particular XM NN SV

YenH

y de las funciones f(x)=cos2x
g(x) = sen2x
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* Método de los coeficientes
indeterminados

b(X) es de la forma C cos(wx) é C sen(wx)

La figura muestra cuatro y'+y' =2y =sen(x)
soluciones de la ecuacion
diferencial en términos

de la solucién particular

YenH

y de las funciones f(x)=¢e" 2

g(x)=e™
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* Método de los coeficientes
indeterminados

b(X) es una suma de funciones de esos tipos
La figura muestra cuatro y” —4y = Xe” + COoS (2X)

soluciones de la ecuacion /
Y

y de las funciones ¢ (x) =" z\

g(x)=e™

diferencial en términos

de la solucién particular

Licenciatura en Ensefianza de la Matematica
Facultad Regional San Nicolds




R Método de variacion de parametros:
WRONSKIANO

Este método consiste en suponer que la
solucion general de:
y'+ay +a,y = 1 (X)

s de la formar y v, (.u, (9 +v, (.0, (%)

donde u; y u, son dos soluciones particulares de la
ecuacion diferencial homogénea asociada y v; y v,
son dos funciones a determinar.
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R Método de variacion de pardmetros:

[>

WRONSKIANO

Sea la ecuacién diferencial  y" + y =tg(X)

ecuac8:=diff(y(x) ,x82)+y(x)=tan(x)

ox 2

solucion general homogenea:=dsolve(diff(y(x), x82)+y(x)=0,vy(x));

82
ecuacld = | ——vy(x) |+ y(x) =tan(x)

sofucion_general homogenea =y(x)= _Clsan(x)+ CZcos(x)
solucion general homogenea:=dsolve(diff(y(x),x82)+y(x)=0,y(x), output=basis);

solucion_general _homogenea = [sm(x), cos(x)]
DEtools [varparam] (solucion general homogenea,tan(x) ,x);

—Cl sin(x) + _C2 cos{x) — cos(x) In{sec(x) +tan(x))

En MAPLE | W@[? @j@mpﬂ@ @a%]g
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CLASE 2.mws

MODELIZACION DE SITUACIONES

Las ecuaciones diferenciales lineales de
segundo orden tienen una variedad de
aplicaciones en la ciencia.

™ Vibracion de los resortes d X

= —Kk X
dt
m Vibraciones amortiguadas d*x __ .  dx
"t “dt

m

W Vibrac i
m Vibraciones forzadas ?jtzx kx— C%+ F(t)

MATHEMATICA |
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